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fast zur selben Zeit als Herr Appell in den Comptes rendus 1 ohne Beweis einen Satz über ganze Func¬ 
tionen, gebildet aus den particulären Integralen einer homogenen linearen Differentialgleichung veröffent¬ 
lichte, erwähnte ich 2 gewisse Determinanten, welche in der Theorie der linearen Differentialgleichung dieselbe 
Bedeutung haben, wie die Potenzsummen in der Theorie der symmetrischen Functionen der Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung. Von diesen Determinanten wird man, wie icii in den folgenden Blättern zeige, 
geradezu von selbst auf den Satz des Herrn Appell geführt, der sich als die Umkehrung einer selbstverständ¬ 
lichen Bemerkung und nicht allein auf homogene lineare Gleichungen beschränkt darstellt. Von den vielen 
Anwendungen, die der Satz zulässt, habe ich nur einer grössere Aufmerksamkeit zugewandt: Den Deter¬ 
minanten, welche die notlnvendige und hinreichende Bedingung ausdrückeu, damit eine nach den Elementen 
eines Fundamentalsystems partieulärer Integrale einer homogenen linearen Differentialgleichung ganze Funetion 
mit eonstanten Cocfficienten Null oder einer ganzen Function der Unabhängigen gleich ist. Die Wichtigkeit 
derselben für die Frage nach den algebraisch integrirbaren linearen Differentialgleichungen ist von selbst klar 
und wurde von Fuchs 3 hei den lineareu Differentialgleichungen der dritten Ordnung in volles Lieht gesetzt. 
Einer späteren Gelegenheit behalte ich es vor, die hier gegebenen Grundlinien der Theorie dieser Formen weiter 
auszuführen. 


I. 

Die nachfolgenden Entwiekeluugen beruhen auf einer Bemerkung, die sieh in zwei früheren Arbeiten als 
unmittelbare Consequenz der Formeln für die Resultante zweier linearen Differentialgleichungen ergab. Es 
zeigte sieb, dass: 

1. wenn y X) linear unabhängige partieuläre Integrale der Differentialgleichung 

yG) a x - 4 -... 4- a n y — 0 


1 Comptes rendus, Bd. XC und XCI. 

3 Denkschriften dieser Akademie, Bd. XLVI und XLVI1. 
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Denkschriften der mathem.-nalunv. CI. LI. Bd. 


1 





2 


G . ik Esch erich. 


siml ; jede der Matrix 


y.- ; 

; • • 

• y. 

y^; 

yr 0 • • 

• y 2 

y^; 

ySr n • • 

• y* 


entnommenen Determinante «ton Grades als ein Product aus e” O r/x in eine nach dem Coefficienten a und 
deren Differentialquotienteil ganze Funetion sieh darstellt. 

2. das Nämliche gilt für jede der Matrix 


y," J ; 

yr' 1 ; • 

• y ( 

1 

y^; 


• y 2 

1 

yl^; 

//V-n . 

• y« 
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an gehörige Determinante (>? h- l) ten Grades, wenn y, , y 2 . . . y„^, linearunabhiingige Integrale der linearen 
Differentialgleichung: 

t/ n) 4 a t ij ■ n “ l > 4 . . . 4 r/„y 4 « = 0 

sind. 

Diese, übrigens naheliegende Bemerkung und die auch etwas verborgenere Bildung der der Determinante 
äquivalenten ganzen Function sollen zunächst unabhängig vom Begriffe der Resultante zweier linearen 
Differentialgleichungen hergeleitet werden. Beide ergeben sieh aus der Betrachtung gewisser allgemeinerer 
Determinanten, die durch Speeialisirung der in ihnen enthaltenen Grössen eine sehr weitgehende Verwendung 
gestatten. 


Die Grössen b x , b 2 ...b n seien Functionen der Variablen y, y', y"... und mit diesen Grössen sollen 
u andere: x x , x t .^x u durch das folgende System vou Gleichungen zusainmeiiliängen: 

rq j a'j 4 rq 2 x’ 2 4 • . • 4 4 — 0 

4 a 22 *r 2 4 . . .4 ((J 4 ^2 ~ B 


«ni^, +rq,oj’ 2 4 . . . +a nn Xn 4 = 0 

dessen Determinante w±« n tf 22 ..nicht versehwinde. Durch die Substitution eines bestimmten Werth- 
Systems y /; y', yf... der Variabein y, y', y”... gebe &>. über in (6^), und infolge dessen a?* in (#*)/. 

1. Es soll nun zunächst der Werth der Determinante 


Mi ; OOi; • • OOi 

(o;,-, » 2 ; 0*0 2 5 • • 0*02 


0*0 0®4 ) w 


) 


• ( x< J m 




bestimmt werden. 
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Setzt man der Kürze halber 4 - -±a u f/ 22 und bezeichnet die Subdeterminante des Elementes a ()k 

in A lnifyl,-so folgt aus (1) 

n 

WV 

-—Axv — 1*1 Aa •+• b z An -+• . . . -t-b n A n j — / bpA^i 

P =i 

Durch Substitution dieses Werthes von in D, a erhält man: 


D m — 


c—ir 


V, 

0 = 1 


y. 


V 

o=i 


1 f>, *j : 


^ , (^p)r^rv'j ’ 
p=‘ 

■ ^(h) t A P , tm 

P=» 

n 

p = l 

n 

• y (^0)2 

p=i 

■Z H 

« 

• y^)«'V. 

p=i 


Um von dieser Formel aus zu dem hier gesteckten Ziele zu gelangen, muss inan die b {J zuvörderst der 
Annahme unterwerfen: 

in 

b f = «p,i + a p.*y f " ,- * ) + • • • + «p. + 

X=i 

wo die a von den y unabhängig sind. 

In dem hier zunächst zu behandelnden Falle a ? — 0 für jedes p, geht durch die Einsetzung des Werthes 
für b die obige Determinante D m über in 




wi n ui n 

^ CL \ /I • X ^ \ —X) 

^ a p, X-^p, t, i } “p.X^Pt i a y | 

X=l p=1 ~t p=l 

77* n n* ii 

Y V - ,iy(wi—Xj . V V„ , 

/ a p>x^p,», y 2 > ^ ^_ a p,x h!/z 

X= I p= 1 X= 1 p=l 


V V 

/ , / , 

>.= i P=i 

r» n 

y y«^,^ 


V \ /■/ . /J i/( ,n ^) 

• / , a p. x^p.t^yt 

X=1 P =i 


zZ Z-. 

X=1 p 


\ \ rt A ii(nt —X • \ \ 77 /1 —XI \ \ /I ,.fm —X 

a pA a p,i,it;„ i / a ?,' yj p, ■='/,„ • • / / “p.x^p, 


X=l P=1 


X=1 0 = 1 


x=i p=i 


Diese Determinante nun stellt sieh als Product der beiden Ausdrüeke dar: 


; y ( ,"‘~ 2) • 

■ ■ Ux 

'/2" -0 ; y ( 2 "‘ _S) • 

■ • v-i 

f f{UI~i) • fi'M—t) 

J in • V ui 

■ Um 


l* 
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n n n 


ü a p.1 : 

\ ' 

7 / *^p, Jj a ji, 2 • 

X 1 

slf. i, «p, 


Pi 

p=l 


n 

n 

n 


sr* 

/ , h a ‘h 1 

> X a ' h 3 ' 

■ 1 

-^p, t\ ^p, w/ 

P=1 

p=l 

p=i 


n 

n 

n 

* 


i ^ ^ 2 • 

V 



P=1 

p—1 



von denen die letztere Determinante wieder das Product der beiden Matrices ist: 



A>, i x . . 

♦ A n> 

^1,1*2 7 

-d 2, ♦ • 

• A„ t j 2 

; 

• • 

• 

«u 

; «ei • • 

• «», 1 

«12 

;***•• 

a«, 2 

. . . 

, «2,,,, • • 



Jede Determinante aus der ersten dieser beiden Matrices ist aber eine Determinante der Adjnneten der 
Elemente von A und daher gleich ihrer adjnngirten Determinante in A wultiplicirt mit A" 1- “ 1 . Abgesehen von 
diesem Factor ist also das Product der beiden Matrices gleich einer Determinante /den Grades, die aus 


^11 1 2 ■ • « i« 

«2, I i « 22 ■ • • «'in 

«n 1 7 «n, 2 • «nn 

hervorgeht, wenn in den Colonuen mit den Indiccs/ f , / 2 ... i Ui a mit a vertauscht und dann /, 1, / 2 = 2.. 

gesetzt wird. Diese Determinante mit 


(—1)"' 

. . y,n 

multijdicirt, gibt dann D w . Man erhält also den Werth von D IU auch aus dem Ausdrucke 




«ii; 

«12 5 

• «in 7 

«n; 

«12 • 

■ «1| 

V ±y (.»-. ^,»-2 . 

* * [1 nt 

«21 i 

1 «22 > 

• • «‘in ? 

«21 ’ 

«22 • 

• «2, 
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«71 J 5 

i 2 ) 

* • «nn 7 


«»,2 • 

. a«, 


wenn man in der Matrix die i [y te Colonne unterdrückt und dieselbe mit einer Potenz von (—1) mnlti- 

plicirt, deren Exponent die Zahl der nothwendigen Vertausehnugen angibt, um die übrigen //-Colonneu in 
unveränderter Aufeinanderfolge zu den n ersten der Matrix zu machen. 
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2. In ähnlicher Weise lässt sich unter den früheren Voraussetzungen auch die allgemeinere Determinante 
berechnen: 

K),; . . . ; '/r ; y ( r h +^ • • >/?-*'<• 


D,„- 


K,)j > • • • ( x '%),; yf~ h + l ; g i r 9i + i) ■ ■ 


. . . (jv 3i )j y\r h + ,) i t/-r' i, '+ 2) ■ ■ 'j ( ;r K 

wo ß n ß i ...ßi, ßi+\-.-ß,„ eine Permutation von 1, 2...m ist. Mau erhält zunächst 


d -i=H 
ly,U - 


\A \ ^ 


—n 


x= 1 p=l 

w n 
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X 1 \ 

A= I St 


; !/r h+l ■ 


a -9^- A h^>A‘~ x> • • X X 


yr H,i + r • 


yr _? " 




('=• p= 


),=i p=i x=« r>=* 

Diese Determinante lässt sieh als das Product zweier Determinanten aulfassen und l)„ t stellt sich hienaeh 
als das Product der beiden Ausdrücke dar: 


(-ly 


A <: 


0 
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• • !/i , dl 
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1 
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11 

0 
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0 
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Diese letztere Determinante reducirt sich auf eine Den Grades, die aus ihr durch Unterdrückung der 
Colonnen mit den Zeigern ßt+i, ß, :+s• • • ß m entsteht, multiplieirt mit einer Potenz s von —1, deren Exponent die 
Anzahl der nöthigen Vertauschungen angibt, um die Permutation I,2...ß <+ |, ...ß,„...m in 1, 2 ...m, ß, i+ t ...ß„, 
überzufiihreu. Die Determinante selbst ist gleich dem Produete der Matrix 

yl| '‘X ’ A *'% 4 ‘ Än ’% 

j -^2, i-j _ 


I Al "fo 5 
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mit jeucr, clic aus 


«11 i 

«21 

• • «Hl 

«12; 

«22 • 

. . a n2 


«2 ui • Q-nm 


durch Unterdrückung der Zeilen mit den Indiees hk+ 2 • * • en ^ te ld. Berücksichtigt man nun wieder, 

dass jede, der ersten Matrix entnommene Determinante gleich eiuern Producte ans A* -1 und ihrer adjnngirten 
Determinante in A ist, so ersieht man, dass die Determinante Ä-ten Grades aus 


«n ; 

«21 ’ 

• «nl 

«21 5 

«22 * 

• « n 2 

«1 n ? 

«2 n • 

• «tim 


gewonnen wird, indem man hierin die Zeilen mit den Indiees i$ x) bezüglich durch die 1, 2...Ä*c Zeile 

der ebeu festgestellten Matrix der a ersetzt. Dieser Ausdruek mit 


(_iy - =*= • • • y, 

multiplicirt, gibt dann das gesuchte D it ,. 

Man erhält somit D tn auch aus dem Ausdruck 
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a 2i i 
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a n i . 
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«»i; 
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wenn man in der Matrix desselben die / 2 ...?„tc Colonne der a und die h v h 2 ..der « unterdrückt, 
und denselben mit einer Potenz von —1 multiplicirt, deren Exponent die Zahl der nothwendigen Vertauschungen 
angibt, um die in der Matrix verbliebenen Colonncn in derselben Reihenfolge zu ihren n ersten zu machen. 
Das Ergebniss der vorstehenden Bemerkungen lässt sich in folgenden Satz zusammenfassen: 

Jede der Matrix 


(*1)1 

; (/ 2 \ . , 

• • i y\" 1 j ui“ • 

■ ■ Ui 

(‘ r i )2 

; (^2)2 • 

■ ■ (^)s; yT~" ■ 

■ ■ V* 

oe« 

5 (‘^2)»' * * 

• (*«)»; y-r f) ; >J;r' ] ■ 

■ //». 


entnommenen Determinante wteu Grades erhält man aus dem Ausdrucke 




«11; 
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lfm 
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«22 . 
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«ni - 

• • «nn , 

^7ll < 

f • 
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wenn mau in dessen Matrix die mit den aus der ersten herausgehobenen gleiehstelligen Colonnen unterdrückt, 
und ihn mit einer Potenz von ( —1) multiplicirt, dereu Exponent die Anzahl der nothwendigen Vertauschungen 
augibt, um die verbliebenen Colonnen in derselben Aufeinanderfolge zu den n ersten der Matrix zu machen. 
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2. Iu ganz derselben Weise lässt sieh offenbar die Untersuchung führen, auch wenn man die frühere 
Voraussetzung, cc ? — 0, für jedes p, fallen lässt. Nur wird man in diesem Falle von der Bestimmung einer 
Determinante (»i + l) ten Grades ausgehen müssen und gelangt dann zu dem Resultate: 

Jede der Matrix 

(*i)i ; C**)i • • • Wi ; •••'/. 

( a :,) 2 ; ( js 2 ) 2 • . . (^«) 2 ; • • \)% 

( x ,)„ I+ ,; (>„),„+1 • • • (•»*)„,+ , ; 

entnommenen Determinante (m -f- l) ten Grades ist gleieh dem Ausdrucke 
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■ . (hn ; 

«21 

5 *22 • 


. **„,, 
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• '/,.+ ! 1 

* 
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wenn man in dessen Matrix die mit den aus der ersten herausgehobenen gleichstelligen Colonnen unterdrückt, 
und ihn mit einer Potenz von (— 1 ) multiplicirt, deren Exponent die Zahl der Vertauschungen angibt, welche 
nöthig sind, um die übrigbleibenden Colonnen in unveränderter Aufeinanderfolge zu den n ersten der Matrix 
zu maehen. 

Vermöge dieser Sätze 1 erledigt sieh unmittelbar der in I gestellte Vorwurf. 


III. 

Es wurde nun angenommen y {7 y 2 ... y llt sei ein Fundameutalsystem particulärer Iutegralc der linearen 
homogenen Differentialgleichung 

yt>n) 4 - 4 - ... 4 - a m -iy‘ 4 - a M y = 0 . 

Ist die ganze positive Zahl (jl >m und etwa ja — m 4-/r, so hängen die Derivirten des y nach r von höherer 
als der (>//—l)tcn Ordnung mit denen niedrigerer Ordnung durch das Gleiehungssystcm zusammen: 

j/V'' 4- 'Ü-f- . . * + m,*//“P t«*—i *4- • * 4- a Vl ky rr r 

y’P —D - 4 - „ . . -4- «ji- \ a— i ]j m) 4- tf { x—i— 0 /»-i i, k + . . 4- i, k—\y— v 


wo 


y f >n) + y[m-1) 

a 

_ V 




).= 0 


gesetzt wurde und hierin (X) einen Differentiationsindex bedeutet. 


4 - . . 4 -a tn y — r 


1 Von ihren mannigfachen Anwendungen will ich hier uur erwähnen, dass aus ihuen sieh sofort der Werth des 
Quotienten ergibt: 

s ±yj»0j** * • v™ 
s ±;/?i/ 2 * • • y ,n ~ l 

m 

wo die oberen Indices ganzzahlige positive Exponenten bedeuten, ausgedriiokt durch die Coeffieientcu der Gleickuug, deren 
Wurzeln y xt y*.. .y in sind. 
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Dieses Gleichnngssystem hat aber die Form des in II, 1 behandelten, wenn man die Derivirten des y von 
höherer als der {in —l)ten Ordnung als die x und die anderen Derivirten, y eingesehlossen, als die y betrachtet. 
Die Determinante A ist in diesem speciellem Gleichungssystcme 1 und man hat somit den Satz: 

Jede der Matrix 


i/f ); . 

#; y { r {) * 


yM ; m^“ 1 ) . 

m 7 ** m 


■ y'i\ y i 

• >A ; 


• y\n ; y, 


( 2 ) 


entnommene Determinante «den Grades ist, wenn jm=:w-hÄ', gleich dem Producte ans 


l/r » ; 

>A“- 2) ■ 

• Vx 



■ h 

*Sr ,) ; 

„(m-2) 

J m 

• V,n 


in die Determinante (fr-h l) ten Grades, die aus der Matrix 


1; ß|, *, <*2* • • • ^(Ji—y#>, X- • • • * 

lj 0I, k — 1 • • • ßjjL—jn—I,*—1 • • ‘ —i, //—I 


• • ««I 


(y) 


00 


erhalten wird durch Unterdrückung der mit den ans (//) h er ausgehobenen gleich ste lügen 
Colonnen, multiplieirt mit einer Potenz von (—1), deren Exponent die Zahl der Ver¬ 
tauschungen angibt, welche nöthig sind, um die in (a) übrigbleibenden Colonnen in 
unveränderter Reihenfolge zn den n ersten der Matrix zu machen. 

In derselben Weise ergibt sieh ans II, 2 der analoge Satz für nicht homogene Differentialgleichungen, die 
in der Folge zn berücksichtigen dcsshalb überflüssig sein dürfte. 1 

Jede der Matrix (ti) entnommene Determinante lässt wegen der Bedeutung ihrer Elemente 


rtv,. 




' v-X 1 


/.=<i 


wo die a mit negativem unterem Index gleich 0 zn setzen sind, in eine Summe von Determinanten sieh auflösen. 
Bezeichnet man das Element in der (v 4 - l) t(m Colonne und (s-f- l)tcu Zeile mit a V} *_ s , so ist 


k—s 



K—U 


Das Hauptglied der Determinante 


A 2 ± a io t /, t f c —j 




1 Aus diesem Satze, der unabhängig vom Begriffe der Resultante zweier linearen Differentialgleichungen abgeleitet wurde, 
ergibt sieh auch leicht der Ausdruck lur dieselbe. 
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1 ) 


ist gleich dein Ausdrucke 






V ... V ( 0 )^, 


/.' i 

V V 


. (/ > J - u !' , <//- . 

— I—^ . <1-2—'* 


A| = 0 = 0 


und hieraus ergibt sich 


£ Z —i Z —? 

_ V V V 

). a =;U X, = 0 f., — Ü 


.1 = 


. i^\(l . ”) . • . -d=<t 1 ' , « ’l , , , 

V/,/ \ /, / \ a 2 / 


. . . u 1 




wo die Determinante rechts durch Pennutation der / 0 , /, ... aus ihrem Hauptglicdc entsteht und hiebei alle a 
mit negativem unterem Index Null zu setzen sind. 

Aus dieser Formel ersieht man, dass 

1. Die Determinante höchstens vom Grade k in den Coefficientcn der Gleichung und deren Differential- 
qnotienten ist, 

2. höchstens die kten Derivirte der Coefficientcn in ihr vorkommt, 

3. da im Ausdrucke für « V)4 bei jedem af die Summen des unteren und Derivationsindex, das sogenannte 
Gewicht desselben / + /, eonstant v ist, so ist in jedem Gliede der Determinante die Summe der Gewichte ihrer 
einzelnen Faetoren, das Gewicht des Gliedes selbst, dieselbe Constantc, und zwar gleich 

v;_ l —2— . . . —/.• = >:/- ! /.• , /.• + 1 ) . 


IV. 

Hat man eine ganze Function/der Coefficientcn einer homogenen linearen Differentialgleichung 

!/ «* -h . . . -h a ,»-\/ -l- ajj — 0 

und der Dcrivirtcn derselben, so lässt sich/, indem man jeden Coefficientcn durch die Elemente eines Funda¬ 
mentalsystems: y v y z ausdrückt, in eine ganze Function f dieser Integrale und ihrer Dcrivirtcn, multiplicirt 
mit einer Potenz von A = Umsetzern Da also F gleich einem Productc ans / in eine 

Potenz von Asieh darstellt, so ändert sich Fww r um eine Potenz der Substitutionsdeterminante, wenn man in ihr 
von dem angenommenen Fiindamcntalsystcmc zu einem anderen übergeht. Somit ist diese Eigenschaft von P 
eine nothwendige Bedingung, damit sich eine ganze Function der Elemente eines Fundamentulsystems und 
ihrer Dcrivirtcn ansdriieken lasse durch das Product einer Potenz von A in eine ganze Function der a und ihrer 
Dcrivirtcn. Es soll nun untersucht werden, ob diese Bedingung auch hinreichend ist und hiebei der Weg cin- 
geschlagen worden, den die oben gemachten Bemerkungen von selbst andeuten, nämlich F in ein Aggregat 
von Determinanten der in III betrachteten Form aufzulösen. Auf diese Weise wird man zu dem folgenden 
Satze geführt: 

Wenn eine in den Elementen eines Fuudainentalsystems einer linearen Differential¬ 
gleichung und deren Dcrivirtcn ganze Function beim Übergänge von diesem Fnndamcntal- 
systemc zu einem anderen bloss um einen constanten Factor sich ändert, so lässt sie sieh 
a u s d r ii c k e n d u r c h d a s P r o d u e t e i n e r P o t e n z d c r D c t c r m i n a n t c dieses Fnndumcutalsystcnis 
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in eine nach den Coeffieienten der Differentialgleichung und ihren Derivirten ganze 
Fn ncti on. 1 

Mit den Elementen y v y z ...tj M eines Fundamentalsystems der Gleichung (1) mögen die Elemente u v h z ...h m 
eines anderen durch die Gleichungen Zusammenhängen: 


»1 — 4 

Ui •+■ 4 u-i + • • 

• +4 

». = <■; 

Ui + 4 Ui+ • • 

■ +v ':„y-‘ 

U, u — C 1 ] 

!/,+%+• • 

■ + c :.y- 

nuuF’eine nach tt v u z ...u,„] u{ 7 ti z 

... u'„,.. . ll'” ] . 

..u^ ganze Function der (W)ten Dimension, 


welche kurz mit l<\u) bezeichnet werde, so ist 

dF(u) _ tIF du k dF iH dF du^ 

de] ~ diij : de] + du 1 , de] difc 1 * de] 

U h '* h k h 

und daher wegen 

in 

'<,!■ = 4 >Ji +<y.y+ . . • + 4 x> = V/VA 


Homit ist 

d"'F(u) 

de'/ de / . . , de: 

J ‘l h x Kn 

Fermutirt man nun in dieser Gleichung die h v h 2 ...h ()l und belässt bei jeder geraden Anzahl von Ver¬ 
tauschungen den sämmtlichen Gliedern ihr ursprüngliches Zeichen, während man dasselbe bei jeder ungeraden 
Anzahl von Vertauschungen in das entgegengesetzte verwandelt, so gibt die Addition aller auf diese Weise 
erhalteuen Gleichungen: 


dF(u) V dF , 

—j?r~ = _ j ~öät k 

ll l = 0 k 


\ 


U-F 




- — U, ’J ■ 

—' .ihiFhln'/r') . . . MW ' ■ 

' I -' = u * I L „1 


yl: 


cF F(u) 

*»; dc i: ■ ■ ■ i K:: 


ii 



Damit nun die Summe links nicht verschwinde, müssen sowohl die h als auch die k unter einander ver¬ 
schieden angenommen werden; in der Summe rechts sind bloss die Glieder von Null verschieden, in welchen 
keine zwei 1 einander gleich sind: somit müssen sowohl die //, als auch die k und l eine Folge der Zahlen 
1, 2...W bilden. 


Setzt man fest, dass in der Summe links das Glied 


d"‘F(u) 
dc\ dci... de" 1 

i * in 


das positive Zeichen haben soll, so erhält 


die obige Formel die Gestalt 


1 Appell, Comptes rendus, t. XC und XCI. Mau kann die ganze Function auch als eine Invariante eines Systems linearer 
Formen auifassen, woraus die Dichtigkeit des Satzes sofort einleuchtet. Der nachfolgende, durch die obigeu Bemerkungen 
von selbst sich darbietende Beweis hat mit dem Clebsch’s über die symbolische Darstellung der Invarianten (Journal für 
Mathematik, Bd. 59) den Grundgedanken gemein. 
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, k'.. 


ihF(u) 


'dff'dci'- ■ . • dc k '» 
1 * //* 




V 


d m F 


diffd duff 


di ff: 


-ff + gffgff 




wo e t > r.. . die positive oder negative Einheit bezeichnet je nachdem l/ t , F... ff aus 1, 2 ...m durch eine 
gerade oder ungerade Anzahl von Vertauschungen gewonnen wird. Die Summe links erstreckt sich hierbei 
Uber alle Permutationen lc\, l\...ff, die ans 1, 2... m gebildet werden können und rechts hat man für /', 

alle Variationen zur j«ten Classe ohne Wiederholung der Zahlen 1,2...« zu setzen. Fasst mau in dieser Summe 
alle Glieder zusammen, deren I nur verschiedene Permutationen derselben Complcxiou darstellen, so erhält 
man für den Coeffieienten von 


den Ausdruck 


'-±>jffuff . . . yVJ 


— , z-'.. . 


d"‘F 


duff duff . . .du'ffJ’ 

Ä | k h 


welche Summen man symbolisch auch durch die Determinante 


dF 

dF 

dF 

diff'i ’ 

duff) 

du [i '') 

tu 

dF 

dF 

dF 

du ff ’ 

du%'*> 

* • diff-J 

in 


dF 

dF 

dF 

du[ r m) ’ 

du^ , ™ ) 

du^w) 

m 


oder kürzer naeh Cayley’s Bezeiehnungsweise mit (/{, l*...!',,) darstellen kann. 
Man erhält so für die rechte Seite der obigen Gleichung 




• QS ±ijffi/ff 


'/ff\ 


wo jetzt die Summe aus dem angeschriebenen Glicde erhalten wird ; indem man für l[ y /i... K» alle Combinationen 
ohne Wiederholung zur wten Classe der Zahlen 1, 2...« setzt. 

Bezeichnet k” ... k f / tl eine zweite Folge der Zahlen 1, so erhält man durch Wiederholung dieser 

Überlegungen 




d 2m F 


rftft 


. dcPmdc* 


. de*"» 


= s \m- • -m'ff 


7/;// 
2 


• ff ff: 


■-Uff 


'/{ff- i'/p 1 


In diesem Ausdrueke haben die k" und l" dieselben Werthe anzunehmen ; als nach der vorhergehenden 
Angabe bezüglich die k r und V und das Product der beiden Symbole (/', (/", ist in bekannter 

Weise zu berechnen. In der Summe links ändert sieh nun der Differentialquotient nieht, wenn man zwei k mit 
demselben unteren Index vertauscht; fasst man nun alle die Differentialquotienten, die dem oben angeschriebenen 
gleich sind, zusammen, so erhält man als deren Summe : 


I '"P-VA. . . .*■«„ 


d-'“ F 


de 


. . dc'fjndc'i' 



















1 2 


G. v. Euch er ich. 


Der Coefficient des Differentialquotienten ist die Summe der von einander verschiedenen Terme, die man 
aus dem ungeschriebenen Gliede erhält, wenn man darin die k mit demselben unteren Index auf alle möglichen 
Arten vertauscht. Die obige Gleichung nimmt nunmehr die Gestalt an, 


<P'»F 


I 


c/c*w«?r 


. (lc L ”n 


>% e A ■ ■ ■ ~ 


-Wi ■ 


■ wx ■ • • ■ 








wo im Differentialquotienten der linken Summe für die U und k n nur die Produete der Permutationen von 
// t , h J z ... l J nl und ///, k J l . ..kZ beizubehalten sind, die sich nicht etwa bloss durch Vertauschungen von h mit dem¬ 
selben unteren Index von einander unterscheiden. 

Bezeichnen nun 1// l J " ... F ” . . . . A*j, F.../F ebenfalls Permutationen der Zahlen 1, 2...w , so ergibt sicli 


“[■ s \ <, 'i • • • ■ e r- ■ - Ol 777 




. de/« . . . de 1 / 




= ^. O [!'{F ] 2 ± y/v . .. yvy v ± y /'v ... y/'j ... v ± ^ 


In der Summe rechts haben die einzelnen Gruppen der / mit demselben oberen Index die früher angegebene 
Bedeutung und die Invariante (/' /' (/" /£.../£') ... (/J/J... Z^j) wird in bekannter Weise aus dieser ihrer 

symbolischen Darstellung gewonnen; für die I sind alle von einander verschiedenen Produete aus je r Coui- 
binationen ohne Wiederholung zur wten Classe der Zahlen 1, 2...n zu setzen. Links bezeichnet jede Gruppe 
der k mit demselben oberen Index eine Permutation von 1, 2 ... m, der Coefficient des obigen Differential- 
quotienten wird durch Summirung aller von einander verschiedenen Terme erhalten, die sich aus 


e > 

• ! 


. C • 




r 


durch alle möglichen Vertauschungen der k mit demselben unteren Index ergeben; die Summe selbst wird 
aus dem ungeschriebenen Gliede gewonnen, indem man die h jeder Gruppe auf alle möglichen Weisen per- 
mutirt, von diesen Gliedern aber nur jene beibebiilt, die nicht durch Vertausehungen von h mit demselben 
unteren Index in einander übergeführt werden können. 

Der (wr)te Differentialquotient in der obigen Formel ist wegen der Voraussetzung, dass F(it) nach den 
u { ... n, n ...u ( /... «00 von der (w/*)tcu Dimension sei, eine absolute Zahl. Ist mm F\y x ... y m ] y[... y[ n \ y [ n) ... y { /\ 
von der Beschaffenheit, dass 

F(u) = CF(y) 

wo I bloss von den c abhängt, die darin bis zur (inr ) t(?u Dimension ansteigen müssen, so ist 


• • • C,;.n] 


rl'" 1 ’ c 


de/de’/ . . . de/« . . . de/ de 1 / . . . (7 c/n 


O) 


= v <yj[... (/, •. ■ O 2 ± !/C'... , 


wo die Summen die früher angegebene Gestalt haben und der Differentialquotient von l und daher auch der 
ganze Coefficient von F\jf) eine absolute Zahl ist. Bezeichnet man denselben etwa mit — , so ergibt sich 


I\y) = VI S;i.. t) ... ... n S ± y p ... yy . . .2 ±y<i 


</d). 


'V\ 


(/; • 


Dies ist also die Form, in welche jede nach y { ... y m \ ... y /... yW ganze Function der (wußten Dimension 
gebracht werden kann, wenn sie bei Vertauschung eines Fundameiitalsystems mit einem anderen sich bloss um 
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«inen constanten Factor ändert. Der Werth des letzteren ergibt sieh gleichfalls ans dieser Gleichung: er ist C", 
wo C — 2-t-r'd ... c“ die Substitutionsdeterminante bezeichnet. 

Es hat nunmehr auch keine Schwierigkeit, (len Werth von m in der obigen Formel zu bestimmen. Es ist 
nämlich 


d">C 




... de 1 '<* .. • dcD ... dc L 

I jn 1 ui l tu 


dc\ x ...rfr w dc' x ' 


. dc’"t »... de.'* ... de 




wo die liier auftretende Summe dieselbe wie oben ist. Somit ergibt sich 


1 

)H 




•Ol 2 


wo die Bedeutung der Summen aus den vorhergehenden Entwickelungen klar sind. 

Jede in der Formel (1) vorkommende Determinante lässt sicli nun nach (III) durch ein Product aus 
v + y in eine nach den Coefficienten der Differentialgleichung und ihren Diffcrentialquotienten 

ganze Function aus drücken, womit die aufgestelltc Behauptung bewiesen ist. 

2) Enthielte F ausser den y in analoger Weise auch die Elemente r, v r, 2 . . . r JtJ eines Fundamentalsystems 
einer anderen Differentialgleichung: 

n * + H- o: v .— \r,'-' r o:, } r, ~ {) 

mul wäre F eine nach den Grössen r, l7 r >2 ... ... ganze Function (jjLo)tcn Grades, die sich beim 

Übergänge von einem Fnndamentalsystcmc zu einem anderen bloss um einen constanten Factor ändert, so zeigt 
die Fortsetzung der eben auseinandergesetzten Überlegungen, dass F durch das Product aus 

l- ^=th !/[■■■ y;:r' 11- ± r n y 4• • • v -1 -’ 1- 

in eine nach den Coefficienten der beiden Differentialgleichungen und ihren Diffcrentialquotienten ganze Function 
sieh ausdrücken lässt. 

An Stelle der Formel erhält mau nämlich 









-C . 


wo die Bedeutung der einzelnen Zeichen nach dem Vorhergehenden keiner Erläuterung bedarf. Jede in der 
Summe rechts vorkommende Determinante lässt sich nun nach III durch ein Product aus der Determinante der 
Elemente des betreffenden Fundamentalsystems in eine nach den Coefficienten der zugehörigen Differential¬ 
gleichung und ihren Differentialquotieuten ganze Function ausdriieken. 

Es braucht wohl nicht weiter ausgefiihrt zu werden, dass und wie sich diese Betrachtungen auf Functionen 
ausdehnen lassen, in welche die Elemente der Fundamentalsysteme mehrerer Differentialgleichungen eingchen. 


V. 

Von den vielen und wichtigen Anwendungen, welche der eben entwickelte Satz zulässt, 1 will ich hier nur 
eine behandeln, die für spätere Untersuchungen von Wichtigkeit sein wird: die Herleitung der nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen, unter denen eine ganze Function der Elemente eines Fundamentalsystems 
einer homogenen lineareu Differentialgleichung identisch Null oder gleich einer ganzen Function der 


1 Appell, tomptes rendus, Bd. XC'I. 
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Unabhängigen ist. Diese Bedingung ergibt sieh aus dem bekannten Satze, dass mehrere Functionen einer Ver¬ 
änderlichen in einer linearen Verbindung stehen, wenn deren Determinante verschwindet. Damit also die 
Elemente eines Fundamentalsystems einer homogenen linearen Differentialgleichung eine Gleichung bestimmten 
Grades mit constanten Coh'fficicnten bilden, ist es nothwendig und hinreichend, dass die Determinante der 
einzelnen Glieder dieser Gleichung verschwinde. Lässt sich nun zcigeu, dass diese Determinante beim Über¬ 
gange v on dem angenommenen zu einem anderen Fundamentalsysteme sieh nur um einen constanten Factor 
ändert, so kann ihr Verschwinden nach IV durch eine Relation zwischen den CoSfficientcn der Differential¬ 
gleichung ansgcdrltckt werden, welcher Ausdruck dann die gesuchte hinreichende und uothwendige Bedingung 
ist. Durch wiederholte Differentiation lässt sich auf diesen Fall auch der allgemeinere zuriiekführen, dass 
eine ganze Function der Elemente eines Fnndamentalsystems mit constanten Coeffieicnten einer ganzen Function 
der Unabhängigen gleich sein soll. 

Um die soeben angedeuteten Untersuchungen durchzuführen, will ich mit dem einfachsten Falle beginnen 
und annchmcn, es bestehe zwischen den Elementen y v eines Fundamentalsystems einer homogenen linearen 
Differentialgleichung eine homogene ganze Relation »teu Grades mit constanten Coefficieuteu. Die uothwendige 
und hinreichende Bedingung hieftir gibt die Gleichung 


• Vl 

• <'/?)' 


= o 


Hetzt man nun 


>J” ) i UT'lh 

<'/’:/ ; • 

. (y;)"°; ('/r , // 2 V" ) • • • 

«, = i i//1 + t't'J-i ; = <■■”:/ 1 + 4 tu 


so gellt diese Determinante durch zeilenweise Multiplieation mit 

Jn • ( jA J tt— 1 J • (ri\ J n — - J- 


r — 


UVK'-vx'; 

' I L ’i ’ I + c ’l I _1_ (>.-» \,Jn-i 


/4-("7 1 )c' 1 "— 


4 


. '4 


über in 


‘1 1 


u’l~ l 11 » 


■ »’l 

• («;v 


(«i'Y ; w,Y 

I 

(kJ - ‘ w 2 )W . • (»|J)W| w. z. b. w. 

Dass die Determinante G, wie sich ans dem allgemeinen Satze in IV, 1 ergibt, die + Potenz 
der Substitutionsdeterminante ( c\c" —c"c£) ist, ersieht man auch unmittelbar, wenn man sie zeilenweise 
multiplieirt mit 

...(—1 )”4" 



Jt d 

'l 

(- 1) 1 

Jt tl —\ Jt 

C 2 L 1 



Jtu — 1 , t . 

( — 1)’ 

(_i)* irr 1 ) 

(— 1 ) ="<"+'V = (»)(>')... 4 ) 

<V °2 1 

cf) 

( 1 (\ 

’ (2) (+(''■ 


Ja 

C -2 > 

1-1 >' 

1 v 

; (-1 )*dr*4 


...(-iK 


11 jtu— 1 J 
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dann erhält man als Product: 



0 


i— n^ ,i+,) c 2 = 


o 



u 


(!)(;)• • -c) 


<> 


0 . . . (—IV' 




Daher 



wo aber, wie die Entwickelung* des Diagonalgliedes in G zeigt, das obere Zeichen zu nehmen ist. 

In ganz derselben Weise verfahrt man, um die nothwendige und hinreichende Bedingung zu erhalten, 
welche zwischen den Coeffieicntcu einer homogenen linearen Differentialgleichung stattfinden muss, damit die 
Elemente eines Fundamcntalsystems derselben in einer homogenen Verbindung 2 *tcn Grades zu einander stehen. 

Ich will diese Behauptung an dem Falle einer linearen Differentialgleichung der III. Ordnung erläutern 
und zu diesem Behufe mit y v y v y 3 die Elemente eines Fundamentalsystems derselben bezeichnen, die 
aneinander durch eine homogene Gleichung ^ten Grades mit eonstanten Coeffieienten gebunden seien. Die 
Bedingung für die Existenz einer solchen Gleichung bestellt in dem Verschwinden der Determinante der Glieder, 
die sieh aus der Entwickelung von (y, + nach Unterdrückung des Polynomialeoeffieienten ergeben. 

Wird diese Determinante mit I" bezeichnet, so zeigt sieh, dass beim Übergange vom Fundamentalsystemc 


U 1 ’ Vz zu 



dieselbe von der entspreeheudcnDeterminante Uder ti l7 u v u sieh nur um einen eonstanten Factor unterscheidet 
Man erhält nämlich die Determinante U aus V, indem man letztere mit einer Determinante D multiplicirt, die 
folgendennassen gebildetwird. DieEIcmente der erstenZeile sind der Reihe nach die Glieder der Entwickelung von 



die der zweiten Zeile ergibt die Entwickelung von 



wenn man hievon immer die Glieder zu einem Elemente vereinigt, die filr c\ zz c n t' rz c 21 c*. — c ?f in das 


darübersteliende Element der ersten Zeile übergehen. So fortfahrend, erhält man die Elemente der (//H-l)tcn 
Zeile in derselben Weise aus 



die der {n 2)ten Zeile aus 



die der [n n-3)ten ans 



die der (n -;-4)tcn aus 
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Man erhält also tlic Elemente der Zeilen von 1 ), indem man alle Combinationen mit Wiederholung der 
Grossen 

(C, + C 3 ), ^+^+6'^ </{+ C f '-h c J !) 

zur «ten Classc nnd aus den Gliedern der Entwickelung jeder einzelnen Complcxion in der angegebenen Weise 
die Elemente einer Zeile bildet. 

Es ist nun klar, dass die Elemente der ersten Zeile in Y raultiplicirt mit den gleiehstclligcn Elementen 
irgend einer Zeile in D zur Summe einen Ausdruck haben, welcher aus der Complexion der 

( c i 4- c 2 4- e 3 j, (^i+ci+4), c f l+ c"-f- c”), 

welche die Elemente der Zeile in l) lieferte, erhalten wird, wenn man darin für c x :c l y t , c 2 : c 2 y 27 r 3 : c^y v ... 
c”: <: f {tj v c": v 2 y 2 , e": c"y n setzt. Folglich stellen die Elemente der ersten Zeile von U die siimmtlichen Com- 
hinationen mit Wiederholung zur «ten Classc von n v u 27 « 3 dar und die Elemente jeder anderen Zeile werden 
durch Differentiation der Elemente der vorangehenden Zeile erhalten: somit ist 

U~ Y.D . 


Darum die Determinante Y beim Übergänge vom Fmulamcntalsysteme y v y 2 , y 3 zu u v u v bloss um 
einen constanten Factor sich ändert, so lässt sieh auf sie der Satz IV anwenden. Nach demselben ist, nebenbei 

n(n 4- l){n 4- 2) 


bemerkt, die Dctcnninantc T) gleich der 


Potenz von ^ 


J r ft 


was sich auch, wie beim 


früheren Falle einer linearen homogenen Differentialgleichung der IRcn Ordnung, unmittelbar naohweisen Hesse. 

Es ist klar, dass die vorhergehende, für den Fall m = 3 gegebene Entwickelung sich verallgemeinern lässt 
und man wird so zur Erkcnntniss geführt, dass die Determinante, deren Verschwinden die hinreichende nnd 
nothwendige Bedingung ansdriiekt, damit die Elemente y x ,y % ->-y Ui eines Fundamcntalsystems einer linearen 
homogenen Differentialgleichung eine homogene Relation «ten Grades mit constanten Cocffieienten erfüllen, 
sich bloss um einen constanten Factor ändert beim Übergänge von y l7 y 2 ...y #>1 zu einem anderen Fundamental* 
Systeme. Auf diese Determinante findet daher der Satz IV Anwendung, und somit lasst sieh die erwähnte 
Bedingung durch eine Relation zwischen den Cocffieienten der Differentialgleichung und deren Diffcrcntial- 
quotienten ansdrücken. 

2) Bezeichnet man mit Y die eben angegebene und mit f r die analog aus den Elementen u 2 ...u, n eines 
anderen Fundamcntalsystems gebildete Determinante, so ist nach dem Vorhergehenden 


Yl) n = U 


n(n 4- IV ..(n 4- m —- 

nun offenbar bestehen, wenn man in Fstatt jedes Elementes der ersten Zeile seine /Ae Derivirtc setzt, wodurch 
in jeder Zeile von F der Derivationsindex um k vermehrt wird. Nennt man die hiedurch aus Verhaltene Deter¬ 
minante Y /c nnd die analog aus U entstandene l T , i7 so ist also 

U, = D n Y /: 

Die Determinante Y/ c kann daher wieder nach (IV, 1) umgeformt werden uud ihr Verschwinden somit 
durch eine Relation zwischen den Cocffieienten der Differentialgleichung und ihren Dcrivirten ausgedrückt 
werden. Y fc — 0 ist aber die nothwendige und hinreichende Bedingung, damit eine homogene Function 
Grades zwischen y v y z ..-y M mit constanten Cocffieienten einer ganzen Function {Je —l)tcn Grades der 
Unabhängigen gleich sei, und dieser Bedingung ist also die gewonnene Relation zwischen den Cocffieienten 
äquivalent. 


wo I) n nach (IV, 1) die Potenz 


i) 


der 8ubstitntionsdctcrmiuantc ist. Diese Gleichung bleibt 
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3) Damit eine ganze Funetion nten Grades der Elemente y v y 2 . ..y tn eines Fundameiitalsystem.es ver¬ 
schwinde, ist es hinreichend und uothwendig, dass die Determinante verschwinde, deren Elemente die einzelnen 
Glieder der Entwiekelung von (y x -h y t -h ... 4- y„i ) n , (y l -h y 2 -h ... -h y al ) n ~ l ... (y { 4- y 2 4- •. • + y«) 1 naeli Weg¬ 
lassung der Polynomialeoeffieienten sind. Bezeichnet man diese Determinante mit F und die analog aus den 
Elementen u v u % ...u m eines anderen Fundamentalsystems gebildete mit U 7 so wird diese aus jener durch 
Multiplication mit der folgenden ans den Elementen der Substitutionsdeterminante zusammengesetzten Deter¬ 
minante D erhalten. Ihre von Null verschiedenen Elemente sind geordnet zu «-Quadraten, deren Diagonalen n 
au einander stossende Stücke der Hauptdiagonale von D sind und längs derselben der Reihe uaeh die 
Determinanten D n , D n -i...D x der von (2) bilden. Es ist also 1 

U= DY. 

Diese Gleichung bleibt nun offenbar erhalten, wenn man Y } statt es ans den eben verwendeten Functionen, 
aus ihren Arten Derivirten bildet. Die Gleichung Y = 0 drückt aber in diesem Falle aus, dass eine ganze 
Funetion «ten Grades der Elemente dieses Fundamentalsystems y v y 2 ... y ta mit eoustanteu Coeffieienteu gleieh 
einer ganzen Function der Unabhängigen ist. 

Wegen der oben bewiesenen Eigenschaft lässt sieh in beiden Fällen auf die Determinante Y der Satz 
(IV. 1) anwenden, und man gelangt so zu dem Ergebnisse: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung, damit eine ganze Function der 
Elemente eines Fundamentalsystems einer linearen Differentialgleichung gleieh Null 
oder einer ganzen Funetion der Unabhängigen ist, lässt sieh durch eine Relation 
zwischen den Coeffieienteu der Diffc ren ti algleieh un g und ihren Derivirten mittelst IV, 1 
ausd rücken. 

4) In der vorhergehenden Determinante Y haben die Elemente jeder Zeile denselben Derivationsindex, 
es ist jedoeh klar, dass die Beziehung 

U= DY 

bestehen bleibt, wenn man in Y die Derivationsindiees irgend welcher Zeilen verändert und in Z7die analogen 
Veränderungen voruimmt. Also auch auf die so gebildeten Determinanten findet der Satz IV Anwendung. 


VI. 

Die Besonderheit der im Vorhergehenden besprochenen Determinanten, zumal der in V, 2 erwähnten, 
gestattet bei Anwendung der Formel III einige Vereinfachungen, die zunächst bemerkt werden mögen. 

Die in Rede stehenden Determinanten haben die Form 

s=b(y?y*-)(yr^ t )w. . . (&)<**-* =y 

wo die oberen Indiees Derivatiouszeiger bedeuten und 

m (m -hl). . . (m -h n — 1) 

P = —-7- 

n\ 

ist. 

Diese Determinante erhält man zunächst aus der Entwiekelung von 

(yi) k '°ty n r'yiY i ■ • • (O ^- 1 

ho v v eine Folge der Zahlen k 0} k x ...k^ bezeichnen, w r enn man darin die k J Q) auf alle 

möglichen Weisen permutirt und je nachdem diese Permutation aus k 07 k x dureh eine gerade oder 


1 Zu demselben Ergebniss gelangt man durch Anwendung des La Plaee’schen Determinantensatzes, indem hiebei Y 
in ein Aggregat von Producteu aus Determinanten der in (2) behandelten Form auflöst. 

Denkschriften der malhem.-naturw. Gl. H. Bd. 


3 
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ungerade Anzahl von Vertauschungen gewonnen wird, den durch dieselbe erhaltenen Ausdruek mit dem 
positiven oder negativen Vorzeichen zu den anderen addirt. Um die einzelnen Differeutialquotienten des obigen 
Produetes zu berechnen, gebraucht mau die symbolische Formel 

(vq -t- n 2 4-... u m ) ( ^ = A —— j - - u[? j) ... mW , 

Pi 'Pf • 'Pw 
wo 

Pl + P 2 ■+■ • * * + pm — V' 

Hieraus folgt, dass in der Entwickelung des obigen Produetes die Summe der Derivationsindices der 
y v !/%•••!/» in jedem Gliede gleich 

+ + • • • i 

ist. 

Ist speeiell, wie in V: k 0 =; /r, £*, = 1... ^_i = k-h jx—1, so ist 

kg -t- kf^ -f- • . • + — pk -+- J p, ( [x —1), 

Bei Anwendung der Formel in IV auf den vorliegenden Fall haben also die 1 ^... W 

die Gleichung zu befriedigen 

v/' + v/" + . . . +v^) = JulÄ + i (Jl ^_i) > 

wo r = — ist. Diese Gleichung ermöglicht es, bei gegebenem m und n die litterale Form des Ausdruckes herzu- 

stellen, dessen numerische Cocffieienten dann, iihnlieh wie bei den symmetrischen Functionen der Wurzeln 
einer Gleichung, auf verschiedene Weise bestimmt werden können. 

2) Die Determinaute Y küsst sich nach dem wiederholt eitirten Satze umsetzen in 


Y=iI\'F(a lf a t . . . «» . .) 

wo M eine reine Zahl, A die Determinante des Fnndamentalsystems y v y 2 -.-y m der Differentialgleichung und 
Fe ine ganze Function ihrer Cocffieienten und deren Differeutialquotienten bedeuten. Vom Baue dieser ganzen 
Function lässt sich nun leicht eine wesentliche Eigenschaft ermitteln. 

Mau bilde die der Y analoge Determinante [ Y ] für die Differentialgleichung, die aus 


d ,n y 

djc" 1 


4- a . 


y 


dx m ~ l 


dy A 

-h (t m —l ~ “t“ ttmy — 0 


hervorgeht, wenn man hierin x rz setzt, wo £ eine neue Variable und p eine beliebige Constante bezeichnen. 
Stellt 

d-y d^y ,*1+4 u - 0 

+ A 1 ( jy,n— 1 + + A,n — 1 rl? ^ A '" l J U 


dx' 


dt 


diese Gleichung dar, so ist 

Ax = p l [ax], 

wo die eckige Klammer anzeigt, dass in a\ für gesetzt wurde. 
Für die Dififerentialquotienten des A\ nach f erhält man aus 

Max d*ax 

d£? ^ dx i 

_ , +x Ea, 
d£* ^ dx* 
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Nun ist 


wo 2Ä- = Ä' 0 H- i, 


rin —v , r/y—»(y;;,) 

1 J — <*£*» dp i ' ' ' </;V-' 

_ v<-v_l <**(?") ^'(yrVi) 

* “ ' * * rtaV- 1 


i st ? ferner 



r/" i—1 // 

c j£n-i 


= P* 



d"'- x y t n 

dx"'~ { ' 


Somit erhält man, da 



F{Ä V A 2 ... A m .. . Ap . . . ) = 2 )7 F(a i7 a 2 ... a m .. . ap . - * ) 
wo 

ff — + i*| “4- * -bÄ'jx—l-—1) 

gesetzt wurde. Es ist also 

F[pa it p'a t . . - p m ci,n • • • (j> i+x aW) . . .] 

— l )9 F{a v a 2 . . . a m . . . a£> . . . ) 

Da nun^ eine willktirliclie Grösse ist, so ist F(a v a z ...a m ...a$...) jenem Aggregat von Gliedern in der 
Entwickelung links gleich, deren jedes rnitp 5 multiplicirt erscheint. Die ganze Function 

F(a v a 2 . . . a m . . . ap . . . ) 

hat also die Eigenschaft, dass p a als Factor in jedem ihrer Glieder heraustritt, wenn man in derselben für 
a x :pa t , a 2 :j) i a 2 ...aW:p(*ff)aW.. setzt. Nenut man daher, wie in III, i 4 -1 das Gewicht von «W und die 
Summe der Gewichte der einzelnen Factoren eines Productes dessen Gewicht, so hat man den Satz: 

Die Glieder der obigen ganzen Functiou F(a i7 a 2 ... aip ...) haben das nämliche Gewicht, und zwar 
beträgt dasselbe 

ff — Ä*^ -f- ZTj + . -f- -1) 

— J\q —f— —{— . + kp.— i——1) 

Ist speciell k — Q ) k i — l...k^\ = /jl— 1, so ist das Gewicht 

sWf 1 —1)— p>i(m —i)]. 


VII. 

Ich will nun die vorangehenden allgemeinen Auseinandersetzungen auf einige specielle Fälle an¬ 
wenden. 

1) Es sei zunächst m = 2 und n eine beliebige ganze positive Zahl. Es soll nun auf die Determinante 

2=fcy?(yr‘y*y- • • 

zunächst die Formel IV angewandt werden. 


3* 
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Nach <ler Bemerkung in VI, 1 müssen die in dieser Formel auftretenden X' und a" der Bedingung genügen 






\n{n + 1) = r. 


Da nun keine zwei X mit demselben oberen Iudex einander gleich sein dürfen, so erhält man aus dieser 
Gleichung als Werthe der zulässigen X: 


X'=X"= . . . X; = 0; Xj+‘= . . . = Xf=l 

a''=a%= . . . X£=l; XJ+ 1 = . . . = X' = 0 


wo für v alle Werthe von 1 bis ^ oder zu setzeu sind, je nachdem r gerade oder ungerade ist. Die Formel 


ergibt somit 


s±V7(jtr , y.y • • • 0/?' w 

= A ( i Ji i j'—y\yi) r 


wo die Bedeutung des A klar ist. Statt A aus seiner durch die Formel gegebenen Definition zu berechnen, 
kann man es auch vermöge der obigen Gleichung durch spccielle Annahmen des y x und y 2 bestimmen. 

Zu diesem Behufe wähle man etwa 


Für diese Werthe wird 


2/i = ßa,x > y 2 = e*>*. 


daher ist 

und 


2 ±y?(yr‘y«y • • • • G/2) (n) 

= 1121. . . (m—l)!m!(« 2 —«,) r e r ^+ 0 -'* 

A — 112! . . . m\ 

Siyjfyr'y.y • • • G/2) (,1) 

— i!2!. . . wKi/ii/'i—>/ i yA‘ {n+ ' ) 


Zu demselben Ergebnisse wäre man auch durch die Bemerkung 2) der vorigen Nummer gelangt. Nach IV 
ist nämlich 


s±yr(yr 1 ^y • • • (y^-^^yXYF^v fl» • • •) 

wo r dieselbe Bedeutung wie vorher besitzt und F eine in den Coeffieienten a v a z und deren Differential- 
quotienteil ganze Function vom Gewichte a ~0 ist. Daher muss F eine Constante sein, deren Werth A sich wie 
vorher ermitteln lässt. 

2) Es sei m := 3, n =: 2 und k == 0, also die Determinante 

D — ~A= y\(yfi/i) 1 (yl)" ■ . . ( 2 / 3 ) (5) 

vorgelegt. In diesem Falle ist ja, z=: 6; r = 4; |ju(ja— 1) = 15 und man erhält daher die für Anwendung der 
Formel erforderlichen A aus der Gleichung 


K) 

1 +y !) 

+ X'"' 

| + A) 

+X' 

+X"( 

+K' 

> +^2 > 


i +*?) 

+Xf 
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Somit ist die obige Determinante gleich der Summe folgender sechs Dcterminantenproducte, jedes mnlti- 
plicirt mit einem numerischen Coefficienten: 


"? -^yffyT ; (-± yffy'if-±yffly'i ) 

(-±yi y't'A? -±y\y'ly”''i (- ±y l y[y") i -^udAy”'-yffyf 
(- ± >j,y'ty"dD- ±yff y”') (-± yffy" 1 ) i -±yffy" (-± yffffaf 


Die numerischen Coefficienten können entweder durch die Formel oder ähnlich wie vorher, durch speciellc 
Aunahmeu der y { 7 y 27 y 3 berechnet werden, welche sechs zwischen den Coefficienten unabhängige Gleichungen 
liefern. 

Die obige Determinante D ist nach III gleich einem Producte von der Form 


D = a 2 ,a 3 . . . ) 

wo F eine ganze Function der a l7 a 27 a 3 und ihrer Differentialquotienten ist, deren jedes Glied nach VI, 2 
das Gewicht o z=. 3 besitzt. Somit hat F die Form: 


F = m x a\ 4* m 2 a, a 2 4- m 3 a 3 4- *w 4 a" 4- wi 5 a[ a 1 4- w 6 (([ , 

wo die m numerische Coefficienten bedeuten, die am einfachsten aus der Gleichung für D durch specielle 
Annahmen berechnet werden. Man erhält auf diese Weise 


F= —8*2aJ 4 - S’9a { a 2 — S*27a 3 4 * 4*9^«'—4-27a'—4-9a". 


Ist nun 


I«? + !«, « 2 + a 3 — \ a i a '—'A + l a " — 0 


( 1 ) 


so verschwindet die Determinante 


welche die nothwendige und hinreichende Bedingung ausdrlickt, damit zwischen y v y 27 y 3 eine homogene 
quadratische Eelationjnit constanten Coefficienten besteht, also eine Gleichung von der Form: 

C U l A + + WÄ + 2c I32/i^3 + 2^32/2^3 + C 3 3 yl = °‘ 

Durch eine lineare Substitution kann man aber dieselbe immer überführen in die Relation 

4 = *,%, 

wo z v z v z 37 weil sie aus y v y v y 3 durch eine lineare Substitution mit nicht verschwindender Determinante 
erhalten werden, ebenfalls die Elemente eines Fundamentalsystems sind. Setzt man nun z 1 = n\ 7 z 2 -=. 13 * so 
wird z 3 = r,,^. Nach dem Vorhergehenden lässt sich sowohl die Determinante von n\ 7 ^ x r > v ^ 


A ; ; A 

(AY ; (wY ; (AY 
(AY'-, (W'; (AY 1 


als auch jede aus ihr durch Differentiation irgend welcher Zeilen entstandene, durch die Determinante von 
und y} 2 und durch die Coefficienten der Differentialgleichung der Ilten Ordnung ansdrücken, für welche yj ] 
und y} 2 die Elemente eines Fundamentalsystems sind. Stellen also* z t — r ; *, z 2 = >?*, z 3 ~ v?, die Elemente 
eines Fundamentalsystems der Gleichung 

y'" + aff'+ «2 y' + a 3 y = 0 .( 2 ) 

dar, so lassen sich a v a 3 durch die Coefficienten der Gleichung 

Z' — + 


(3) 
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ausdrticken, welche z, und z 2 zu Elementen eines Fundamentalsystems hat. Mau findet 

o, = 36,; a t - 6',+ 46,-26*; a 3 = 2(6'—26,6 2 ), 


woraus sich ergibt: 

h i = —ä«i! h = + + und 

« 3 = 1 < + ä «i n[—' 6 a"—l a, a 2 —~ 5 a*. 


Die letzte Gleichung ist aber die früher erhaltene (1); die beiden anderen ergeben, dass z, und z* 
zwei particuläre Integrale der homogenen Differentialgleichung der Ilten Ordnung: 

n" — —\a{o' + J(«* +l«*i + 

sind. Die Relation (1) zwischen den Coüffieienten der Gleichnng (2) zeigt somit an, dass die Elemente eines 
Fundamentalsystems derselben bezüglich gleich sind z*, ZjZ 2 , z 2 wo z, und z 2 die Elemente eines Fundamental- 
systems der Gleichung (3) der Ilten Ordnung sind. 1 

1 Fuchs 1. c. 







